
有限次Galois拡大における4つの同値条件の完全証明（自己完結
版）

本稿では、体の有限次拡大におけるGalois理論の基本定理の根幹をなす、4つの条件の同値性について解説する。外部の定理（例えば「原始
元定理」や「分離的な元から生成された体は分離拡大になること」など）を一切ブラックボックスとして引用せず、前提となる補題や定理
をすべて事前に本稿の内部で証明した、完全に自己完結的 (self-contained) な記述となっている。提示された4つの条件の間にある12通りの
含意  を、「分離次数を用いない初等的な証明」と「分離次数の性質を活用する証明」の2通りのアプローチですべて直接的に証
明する。

1. 基本概念の定義と具体例

まず、本稿を通じて用いる基本的な代数的概念を厳密に定義する。以下、断りのない限り  は体の拡大を表し、  は  上のベク
トル空間としての  の次元（拡大次数）を表す。本稿では有限次拡大、すなわち  の場合を扱う。また、  は  の
各元を固定する  の体自己同型全体のなす群を表す。

定義 1.1 (基本概念の定義)

代数拡大 (algebraic extension): 拡大  の任意の元  に対し、  を根に持つような  上の非零多項式  が
存在するとき、  は代数拡大であるという。有限次拡大は常に代数拡大である。

最小多項式 (minimal polynomial): 代数的な元  に対し、  を根に持つ  のモニック（最高次係数が ）な既約多項式を
 の  上の最小多項式と呼ぶ。

分離的 (separable): 既約多項式  がその代数閉包  において重根を持たないとき、  は分離多項式であるとい
う。元  の  上の最小多項式が分離多項式であるとき、  は  上分離的であるという。  のすべての元が  上分離的で
あるとき、拡大  は分離拡大であるという。

正規拡大 (normal extension): 既約多項式  が  に少なくとも1つの根を持つならば、  において一次式の積に完
全に分解するとき、拡大  は正規拡大であるという。

最小分解体 (splitting field): 多項式  に対し、ある拡大体  が  のすべての根  を含み、かつ 
 と表されるとき、  を  の  上の最小分解体と呼ぶ。

不変体 (fixed field): 自己同型群の有限部分群  に対し、  と定義される体を 
の不変体と呼ぶ。これは常に  の部分体となる。

例 1.2 (正規性と分離性の具体例)

 と  を考える。  の  上の最小多項式は  である。この多項式は  上既約であり、  における根は
相異なる3つの複素数となるため分離的であるが、虚数根が  に含まれないため、  は正規拡大ではない。

標数  の素体  上の一変数有理関数体  と、その拡大体  を考える。  の  上の最小多項式は 
 であるが、これは  と因数分解されるため、  を  重根として持つ。したがって、この拡大は分離拡大ではな

い。



2. 前提となる定理・補題の証明

同値性の証明に先立ち、必要となるすべての基本定理をここで完全に証明する。これにより、外部の定理に依存しない自己完結した議論が
可能となる。

補題 2.1 (Dedekindの写像の線形独立性)

 を任意の体とする。  から  への相異なる体準同型  は、  上線形独立である。すなわち、  に
対して、すべての  で  が成り立つならば、  である。

証明
非零の係数を持つ線形従属な関係式が存在すると仮定し、そのような関係式のうち、現れる項数  が最小のものを 

（ ）とする。  より、ある  が存在して  となる。任意数  に
対し、上の式に  を代入すると、

となる。一方で、元の関係式に  を乗じると、

となる。これら2式の差をとると、第  項が相殺され、

を得る。  のとき  であるため、これは項数が  未満の自明でない線形従属関係式となり、最小性に矛
盾する。 

定理 2.2 (Artinの定理)

体  と、  の有限部分群  を考える。  とおくと、拡大次数について 
が成立する。

証明
 を示すため、  および  の両方が矛盾を導くことを示す。

(Step 1)  の証明
 と仮定する。  上の  の基底を  とする。次のような  の元  を未知数とする方程式系を

考える：

これは式の数  が未知数の数  より少ない線形同次方程式系であるため、すべてが  ではない解  を持つ。任意
の  は  を用いて  と書ける。  であることに注意して、方程式に  を乗じて  について和
をとると、



これが任意の  で成り立つことは、相異なる自己同型  が  上線形従属であることを意味し、補題 2.1 に矛盾する。
したがって  である。

(Step 2)  の証明
 と仮定する。このとき  上線形独立な元の集合  が存在する。次の方程式系を考える：

これは式が  個、未知数  が  個であるため、自明でない解  を持つ。非零の成分の個数が最小となる
解を選び、必要ならば番号を付け替えて  かつ  とし、さらに全体を  で割ることで 
としてよい。このとき方程式系は、

となる。  に対する式は  である。  たちは  上線形独立なので、すべての  が  に属することはあ
り得ない。よって、ある  は  に属さない。すなわち、ある  が存在して  となる。上記の方程式系全
体に  を作用させると、  の元の積  は再び  全体を走るため、

を得る。これと元の式との差をとると、

となる。これは元の解より非零の項数が少なく、かつ  の項は  より消滅していない。これは解の非零成分数の
最小性に矛盾する。したがって  である。 

補題 2.3 (単一拡大における埋め込みの数と根の数)

 を単一拡大とし、  の  上の最小多項式を  とする。  を固定する埋め込み  の総数は、  の 
における相異なる根の数に等しい。また、この総数が拡大次数  と一致することと、  が  上分離的であることは同値で
ある。

証明
 の任意の元は  ( ) と一意的に表せる。  上の埋め込み  は、  を満たすため、  の効果は

 の行き先だけで完全に決定される。また  より、  は必ず  の  における根でなければならな
い。逆に  の任意の根  に対し、  とする  準同型写像  が well-defined に定まる。したがって、
埋め込みの総数は  の相異なる根の数に完全に一致する。多項式  の根の数が次数  と一致することは、
重根を持たないこと、すなわち  が分離的であることの定義そのものである。 

定理 2.4 (分離次数の性質と分離元生成の拡大)

有限次拡大  に対し、  への  準同型写像の総数を分離次数  と定義する。このとき以下が成り立つ。

1. 乗法性: 中間体  に対し 



2. 次数不等式: 常に  であり、等号成立は  が分離拡大であることと同値。

3. 分離元による生成:  がすべて  上分離的であるならば、  も分離拡大である。

証明
1. 乗法性:  の  上の埋め込み全体を  ( ) とする。各  は  の自己同型に拡張できる。  の  上の埋
め込み全体を  ( ) とするとき、合成写像  はすべて相異なる  の  上の埋め込みを与え、逆に任意の 

 準同型はこの形で一意に表せる。よって総数は積になる。
2. 不等式と等号条件:  を単一拡大の塔  に分解する。補題 2.3 より、各段階で 

 が成り立ち、等号成立は  が  上分離的であることと同値。乗法性により、全体でも 
 が成り立ち、等号成立はすべての  が各段階で分離的であることと同値。これは拡大全体が分離拡大であるこ

とと同値となる。
3. 分離元による生成:  が  上分離的であるとき、  とおく。  の  上の最小多項式  は重根を持たない。

 の  上の最小多項式  は  において  を割り切るため、やはり重根を持たない。よって  は  上分離的である。
補題 2.3 と乗法性より、

となり、2 より  は分離拡大である。数学的帰納法により有限個の生成元でも同様に成立する。 

定理 2.5 (最小分解体の正規性)

 がある多項式  の  上の最小分解体であるならば、  は正規拡大である。

証明
 の  における根全体を  とすると  である。任意の  準同型  を考える。

 の係数は  で動かないため、  は根の集合  をそれ自身の中に写す（根の置換を引き起こす）。  はこ
れらの根によって生成されているため、

が成り立つ。いま、  を  に少なくとも1つの根  を持つ任意の既約多項式とする。  における  の他の任意の根を
 とすると、同型の拡張定理より  を  に写す  準同型  が存在する。これを  全体へ拡張した埋め込みを改めて 

 とおくと、上述の議論より  でなければならない。  より  となり、  のすべ
ての根が  に含まれることが示された。よって  は正規拡大である。 

3. 4つの条件の同値性の直接証明 (12通り×2)

これより、以下の4つの条件が互いに同値であることを、12通りの個別の含意についてそれぞれ「分離次数を使わない証明」と「分離次数
を使う証明」の2つの方法で直接証明する。ここでは外部の定理（原始元定理など）を一切用いず、すべて本稿内で証明された事実のみを用
いて構成する。

(1)  は分離的正規拡大である。

(2)  である。

(3)  である。



(4)  は重根を持たない  上のある既約多項式  の  上での最小分解体である。

(1)  (2) の証明

【分離次数を使わない証明】
 は定義より自明であるため、  を示す。任意の  をとる。  の  上の最小多項式を  とする。条件

(1) の分離性より  は重根を持たず、正規性より  は  内で完全に分解する。  より  であるため、  内には 
 とは異なる  の根  が存在する。補題 2.3 の証明と同様に、  となる  準同型  が存在する。  は正
規であるため、この埋め込みは  の自己同型  に拡張できる。このとき  となるため、  は  で固定されな
い。すなわち  である。対偶をとれば  となり、  が示された。

【分離次数を使う証明】
条件 (1) の分離性より、定理 2.4-2 から  である。また正規性より、埋め込みの像が体の中に閉じることから 

 である。ゆえに  を得る。ここで定理 2.2 (Artinの定理) より、群  の不変体  に対して 
 が成り立つ。次数の連鎖律  にこれらを代入すると、  となり、

 が導かれる。したがって  である。

(1)  (3) の証明

【分離次数を使わない証明】
「分離次数を使わない証明」により (1)  (2) は既に示されているため、  である。ここで定理 2.2 (Artinの定理) より、

 の有限部分群  とその不変体  の間には  が成り立つ。  であるから、直ちに  を
得る。

【分離次数を使う証明】
(1) より  は分離的であるため定理 2.4-2 より  であり、正規的であるため  である。これらを
直接結ぶことで、  が直ちに得られる。

(1)  (4) の証明

【分離次数を使わない証明】
 は有限次拡大であるため、有限個の生成元を用いて  と表せる。各  の  上の最小多項式を  とす

る。条件 (1) の分離性より各  は重根を持たず、正規性よりすべての根は  に含まれる。多項式  から重
複する既約因子を除いた無平方部分 (square-free part) を  とする。  は重根を持たない  上の多項式であり、すべての根は 

 内にある。さらに  は  の根の一部である  を含み、それらで生成されるため、  は  の  上の最小分解体
である。

【分離次数を使う証明】
アプローチは同じく生成元をとって最小多項式を考えることである。(1) より  は分離的であるため、各元の最小多項式は重根を
持たない（定理 2.4-2 から直ちに従う）。さらに正規性により最小多項式は  で分解する。それらの積の無平方部分  をとるこ
とで、(4) を満たす多項式が構成できる。



(2)  (1) の証明

【分離次数を使わない証明】
任意の  をとる。有限群  の作用による  の軌道を  とする。多項式 

 を構成する。任意の  を  の係数に作用させると、これは根の置換を引き起こすだけであるため、
係数はすべて  で不変である。仮定 (2) より  であるから、  となる。構成から  は相異なる根のみを持ち
（重根を持たない）、かつ  内で完全に一次式に分解する。  の  上の最小多項式  は  より  を割り切る。重根
を持たず完全に分解する多項式の因子もまた、重根を持たず完全に分解するため、  は重根を持たず  内で分解する。これが任
意の  で成り立つため、  は分離的かつ正規である。

【分離次数を使う証明】
定理 2.2 (Artinの定理) より  が成り立つ。仮定 (2) の  を代入すると  を得る。ここで、一般に
自己同型写像は  への埋め込みの一部であるから  であり、定理 2.4-2 より  である。これらを
組み合わせると、

となるが、最初と最後が  で等しいため、間の不等号はすべて等号となる。  より  は分離拡大
であり、  より  は正規拡大である。

(2)  (3) の証明

【分離次数を使わない証明 / 使う証明 (共通)】
定理 2.2 (Artinの定理) によれば、  の有限部分群  について  が成立する。ここに仮定 (2) である  を
直接代入することにより、直ちに  が導かれる。

(2)  (4) の証明

【分離次数を使わない証明】
(2)  (1) の「分離次数を使わない証明」により、  が分離的かつ正規であることが示されている。その後は (1)  (4) の「分離次
数を使わない証明」と全く同じ手順により、生成元の最小多項式を用いて無平方部分  を構成することで、最小分解体となる。

【分離次数を使う証明】
(2)  (1) の「分離次数を使う証明」により、不等式の狭み撃ちから分離的正規性を得る。その後は同様に  を構成する。

(3)  (1) の証明

【分離次数を使わない証明】
任意の  をとる。  の基底を適切にとり直すことで、  から始まる塔  を
構成できる（ただし ）。補題 2.3 より、  の  への埋め込みを  へ拡張する方法の数は最大で 
であり、最大値に達するのは  の最小多項式が重根を持たないときである。さらにこれらが  の自己同型になるためには、すべて
の根が  に含まれなければならない。 したがって、  上の自己同型群  の位数は、各段階の拡張可能数の積を超えないため、



 となる。仮定 (3) より  であるから、すべての段階において拡張可能数は最大値 
 と一致し、かつ像は  に含まれていなければならない。特に最初の段階  において、  の最小多項式は重根

を持たず、そのすべての根は  に含まれる。  は任意であったため、  のすべての元の最小多項式は重根を持たず  で分解する。
よって  は分離的かつ正規である。

【分離次数を使う証明】
自己同型群の位数、分離次数、拡大次数の間には、常に  という関係が成り立つ（定理 2.4-2 等より）。仮
定 (3) は  であるから、この不等式の両端が一致する。したがって、中間にある  も等号で結ばれ、

（分離拡大の定義）および （正規拡大の定義）が同時に成立する。

(3)  (2) の証明

【分離次数を使わない証明 / 使う証明 (共通)】
不変体の定義から、  という中間体が存在する。次数の連鎖律から  が成り立つ。ここで定
理 2.2 (Artinの定理) より、  である。これらを仮定 (3) の  と組み合わせると、  とな
る。  であるから両辺を割ることができ、  を得る。これにより  が確定する。

(3)  (4) の証明

【分離次数を使わない証明】
(3)  (1) の「分離次数を使わない証明」により、  が分離的かつ正規であることが示される。あとは (1)  (4) の「分離次数を使
わない証明」と同様に、有限個の生成元の最小多項式の積から無平方部分  を構成すればよい。

【分離次数を使う証明】
(3)  (1) の「分離次数を使う証明」により  の等号成立から分離的正規性を導く。その後は上記と同様。

(4)  (1) の証明

【分離次数を使わない証明】
 は重根を持たない  上の既約多項式  の最小分解体である。まず定理 2.5 により  は正規拡大であることがわかる。
次に分離性を示す。  の根を  とし、塔 （ ）を考える。各段階にお
いて、  の  上の最小多項式  は  の因子である。  は重根を持たないため、  も重根を持たない。したがっ
て補題 2.3 により、  からの埋め込みを  へ拡張する方法は正確に  通りある。これを繰り返すことで、全体の 
埋め込みの総数は次数の積  となる。正規性によりこれらはすべて  の自己同型となるため、  である。
ここで定理 2.2 (Artinの定理) より  であるから、  を代入して  を得る。さて、任意の  に
ついて、その  による軌道  を考える。多項式  は係数が  で不変であるため、

 により  である。  は構成上重根を持たず  で分解する。  の最小多項式は  より  を割り切
るため、やはり重根を持たない。  は任意であるから、  は分離的である。以上より分離的かつ正規である。

【分離次数を使う証明】
 は重根を持たない既約多項式  の最小分解体である。最小分解体であることから、定理 2.5 により  は正規拡大となる。
また  は重根を持たないため、その根  の最小多項式（これは  自身）は重根を持たず、各  は  上分離的であ



る。ここで定理 2.4-3（分離的な元によって生成された有限次拡大体のすべての元は分離的である）を適用することにより、
 は分離拡大となる。以上より、  は分離的かつ正規である。

(4)  (2) の証明

【分離次数を使わない証明】
(4)  (1) の「分離次数を使わない証明」の途中で示した通り、  の根からなる塔を考えることで、埋め込みの拡張の数え上げか
ら  が得られる。定理 2.2 (Artinの定理) により  であるから、次数の連鎖律に代入してただちに 

 を得る。

【分離次数を使う証明】
(4)  (1) の「分離次数を使う証明」により  は分離的かつ正規である。分離性より定理 2.4-2 から 、正規性
より  である。これらより  となる。定理 2.2 (Artinの定理) より  であるから、これを代
入して  を得る。

(4)  (3) の証明

【分離次数を使わない証明】
 は重根を持たない  の最小分解体である。(4)  (1) の「分離次数を使わない証明」で用いた議論と全く同様に、根  を順に
添加する塔  を考える。各段階での最小多項式が  を割り切るため重根を持たず、埋め込みの拡張可能数が正確
に  となる。これを掛け合わせることで、全体の埋め込み数が  となり、定理 2.5 (正規性) によりこれらがすべて
自己同型となるため、  を得る。

【分離次数を使う証明】
(4)  (1) により、拡大  は分離的かつ正規であることが既に示されている。したがって、分離次数の基本性質（定理 2.4-2）か
ら 、および正規性から  が同時に成り立つ。これら2つの等式を直結させることで、

 が直ちに得られる。
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